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RESUMEN. En las siguientes notas, se pretende realizar una pequena digresion, relativa a los topicos 
mencionados en el titulo de la misma; puesto que tales no fueron abordados en el pasado Homenaje 
realizado por el Institute de Flsica, de la U de A. Consideramos mas que perogrullo tratar de justi- 
ficar la importancia y vigencia en el desarrollo de las Matematicas y Fisica a lo largo del Siglo XVIII 
como en la actualidad de tales temas; por ende presentamos una breve description de los metodos y 
04 ' problemas atacados por Euler y sus contemporaneos empleando dicha Heuristica. 

De antemano senalamos que estas, constituyen un intento vehementemente pauperrimo, para hon- 
rar la memoria de quien es considerado el Shakespeare de las Matematicas: Universal, rico en detalles e inagotable. 

o 

X 

-t— > . 

1. Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en el Siglo XVIII. 

1 1 1.1. EDO de primer orden. Los primeros trabajos en ED, como ocurrio con el calculo infinite- 
simal a finales del Siglo XVII y comienzos del Siglo XVIII, vieron primero la luz en cartas de un 
j> matematico a otro, muchas de las cuales ya no estan disponibles, o en publicaciones que a menu- 
^•j 1 ! do repiten los resultados establecidos o reivindicados en cartas. 

■"sj- ■ En las Actus Eruditorum de 16920 Huygens explfcitamente habla de ED, y Leibnitz, en otro articulo 
^ ■ de la misma revista y anc0 dice que las ED son funciones de elementos de triangulo caracteristico. 

2 '. Lo primero que normalmente aprendemos de las ED que aparecen al eliminar las constantes ar- 
°> bitrarias entre una funcion dada y sus derivadas, no se hizo hasta 1740, aproximadamente y se 
debe a Alexis Fontaine del Bertins. 

Jacques Bernoulli fue de los primeros en utilizar el calculo infinitesimal para resolver proble- 
mas de EDO; en mayo de 169C0publ ico su solucion al problema de la Isocrona, si bien Leibnitz 
ya habfa dado una solucion analftica; este problema consiste en encontrar una curva a lo largo 
de la cual un pendulo tarde el mismo tiempo en efectuar una oscilacion completa, sea grande o 
pequeno el arco que recorre; la ecuacion, en los simbolos de Bernoulli, era 



(1) dyJ b 2 y — a 3 = dx\fcfi 
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Bernoulli conclufa de la igualdad de diferencias que las integrales (la palabra se utilizaba por 
vez primera) han de ser iguales y dio como solucion 

(2) 2b V ~ 2 2a ^Jb 2 y-a 3 = xVa^ 



La curva es, por supuesto, la cicloide. 

En el mismo articulo de 1690, Jacques Bernoulli planted el problema de encontrar la curva que 
adopta una cuerda flexible e inextensible colgada libremente de dos puntos fijos, la curva que 
Leibnitz denomino catenaria. 

En las Acta de junio de 1691, Leibnitz, Huygens y J. Bernoulli publicaron soluciones indepen- 
dientes. 

Leibnitz descubrio la tecnica de separation de variables y la comunico en una carta de 1691 a 
Huygens; resolvio asi una ecuacion de la forma y(dx/dy) = f(x)/g(y), escribiendo dx/ fix) = 
g(y) I d(y) y consiguio integrar ambos miembros; no formulo el metodo general. 

En 1694, Leibnitz y J. Bernoulli introdujeron el problema de encontrar la curva o familia de cur- 
vas que cortan con un angulo dado a una familia de curvas dadas; J. Bernoulli trayectorias a las 
curvas secantes. 

Tambien fueron identificadas las ED de primer orden exactas, i.e, las ecuaciones M(x,y)dx + 
N(x,y)dy = 0, para las cuales Ndx + Ndy es la diferencia exacta de una funcion z = f(x,y). Clai- 
raut, celebre por su trabajo sobre la forma de la Tierra, habia dado la condicion dM/dy = dN/dx 
para que la ecuacion fuese exacta en sus articulos de 1739 y 1740, condicion que tambien fue dada 
independientemente por Euler en un articulo escrito en 1734-350 



1.2. Soluciones Singulares. Las soluciones singulares no se obtienen de la solucion general 
dando un valor concreto a la constante de integracion; i.e, no son soluciones particulares. 

Clairaut y Euler habian desarrollado un metodo para hallar la solucion singular a partir de la 
propia ecuacion, a saber, eliminando y' de f(x,y,y') = y df /dy' = 0. 

Este hecho y el de que las soluciones singulares no esten contenidas en la solucion general in- 
trigaron a Euler; en sus Institutions de 176£0 dio un criterio para distinguir cuando no se conocia 
la solucion general, criterio que fue mejorado por DAlemberf]. 



4 Comm. Acad. Sci. Petrop., 7, 1734/35, 174-193, pub. 1740=Opera, (1), 22, 36-56. 
Volumen I, pags. 393 y ss. 

6 Hist. de lAcad. des. Sci. Paris, 1768, 85 y ss., pub. 1772. 
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2. Ecuaciones de segundo orden. 

Las ED de segundo orden aparecen en problemas fisicos ya en 1691. J. Bernoulli se planteo el 
problema de la forma de una vela bajo la presion del viento, el problema de la velaria, lo que le 
llevo a la ecuacion de segundo orden d 2 x/ ds 2 = (dy/ ds) 3 , donde s es la longitud de arco. 

Tales ecuaciones aparecen a continuacion al tocar el problema de determinar el perfil de una 
cuerda elastica que vibra, sujeta por los extremos-v.g una cuerda de violin. 

Euler comenzo a considerar ED de segundo orden en 1728. Su interes en ellas fue suscitado en 
parte por sus trabajos en mecanica; Q habfa trabajado, V.g, sobre el movimiento del pendulo en 
medios con rozamiento, lo que conduce a Ec. de segundo orden; trabajo para el Rey de Prusia 
sobre el efecto de la resistencia del aire sobre los proyectiles; en esto tomo el trabajo del Ingles 
Benjamin Robins, lo mejoro y escribio una version en aleman (1745), la cual fue traducida al tran- 
ces y al ingles e utilizada en artillena. 

Considero tambien una clase de Ec. de segundo orden que redujo mediante un cambio de va- 
riables a Ec. de primer orden. Considero, V.g., la ecuacion 

(3) ax m dxP = yPdyP~ 2 d 2 y 

6 en la forma de derivadas, 



(4) 




ax m 



Euler introdujo las nuevas variables t y v por medio de las ecuaciones 

(5) y = e v t{v), x = e av 



donde a. es una constante a determinar. 

Las ecuaciones (5) se pueden contemplar como las Ec. parametricas de x e y en terminos de v, 
de modo que se pueden calcular dx/ dy y d 2 /dx 2 y, sustituyendo en (4), obtener una Ec. de segun- 
do orden en t como funcion de v. Euler fija entonces a de modo que quede eliminado el factor 
exponencial y v ya no aparezca explicitamente; una nueva transformacion, a saber, z = dv/dt, 
reduce la Ec. de segundo orden a una de primero. 

Despues de haber abordado el tema de los sonidos musicales en el libro 

Tentamen Novae Theoriae Musicae ex Certissimis Harmoniae Principiis Dilucide Expositae (Investigacion 
sobre una nueva teorfa de la musica, claramente expuesta a partir de incontestables principios de 
la armonfa), escrito antes de 1731 y publicado en 17390, Euler prosiguio el trabajo de Daniel Ber- 
noulli, salvo que los argumentos matematicos de este son mas claros. Para una forma de cadena 



Cr. C.H.Truesdell. Ensayos sobre Historia de la Mecanica 
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continua, a saber, el caso especial en que el peso es proportional a x n , Euler tuvo que resolver 

(6) ^-pL + d JL + l = 

n + 1 dx A ax a 



Obtiene la solution en serie que en notation moderna esta dada por0 
(7) y = Aa- n/ %(2^), a= ( " + 1, ' Y 



La n es aquf general, por lo que Euler esta introduciendo funciones de Bessel de indice real arbi- 
trario. Da tambien la solution en forma integral 



(8) y = A 



;; (1 _ T 2)P»-i)/2 rfT 



dt 



Este es quiza el primer caso de solution de una ED de segundo orden expresada como integral. 

En un artfculo de 17350 Euler se ocupo de las ED del oscilador armonico, x + Kx = 0, y de 
las oscilaciones forzadas del mismo 

(9) MX + Kx = Fsinw^t 



obtuvo las soluciones por cuadraturas y descubrio (redescubrio, en realidad, ya que otros lo 
habfan encontrado antes) el fenomeno de resonancia; a saber, que si w es la frecuencia natural 
\/K/M del oscilador, que se obtiene cuando F = 0, entonces, cuando w a /w se aproxima a 1, la 
oscilacion forzada tiene amplitud cada vez mas grande y se hace infinita. 

En 1760, EulerB considero la ecuacion de Riccati 

(10) dz/dx + z 2 = ax 11 

y demostro que si se conoce una integral particular v, entonces la transformation 

(11) z = v + u~ l 



convierte a aquella en una ecuacion lineal. Ademas, si se conocen dos integrales particulares, la 



Para v arbitrario (incluyendo valores complejos): 
oo (z/2) v+2n 
„=0 n\Y(v + n + l) 
Los lv(z) reciben el nombre de funciones Bessel modificadas. 

10 Comm. Acad. Sci. Petrop., 1739, 128-149, publi. 1750=Opera, (2), 10, 78-97 

n Novi Comm. Acad. Sci. Petrop., 9, 1760/61, publi. 1763=Opera, (1), 22, 334-394, y 9, 1762/63, 154-159, publi. 
1764=Opera, (1), 22, 403-420 
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2.1. Ecuaciones de Orden Superior. En diciembre de 1734, Daniel Bernoulli escribio a Euler, 
quien estaba en San Petersburgo, que habia resuelto el problema del desplazamiento transversal 
de una barra elastica (un cuerpo unidimensional de madera o de acero) fijada a una pared en uno 
de sus extremos y libre el otro. Bernoulli habia obtenido la ED 

donde K es una constante, x es la distancia desde el extremo libre de la barra e y el desplazamien- 
to vertical en ese punto respecto a la posicion sin pandeo de la barra. 

Euler, en una replica escrita antes de junio de 1735, afirmo que el tamben descubierto esta ecua- 
cion y que no era capaz de integrarla salvo utlizando series, y que habia obtenido cuatro series 
distintas; estas series representaban funciones circulares y exponenciales; pero Euler no lo vfo en- 
tonces. 

Cuatro anos mas tarde, en una carta a J. Bernoulli (15 de Septiembre de 1739), Euler indicaba 
que su solucion se podia representar como 



(13) y = A 



I 

(cos x/K + coshx/K) — - (sinx/K + sinhx/K) 



donde b esta determinado por la condicion y = cuando x = I, de modo que 

sinl/K + sinhl/K 



(14) 



cos l/K + coshl/K 



Los problemas de elasticidad condujeron a Euler a considerar el problema matematico de la re- 
solucion de Ec. lineales generales con coeficientes constantes, y en una carta a Jean Bernoulli de 
septiembre de 1739 escribe que habia tenido exito. 

Bernoulli le respondio afirmando que el ya habia considerado tales ecuaciones en 1700 incluso 
con coeficientes variables. 

En la publicacion de su trabajoEE Euler considero la ecuacion 

» = * + Bg + C g + D g + ... + Lg 

donde los coeficientes son constantes; la ecuacion se dice que es homogenea porque el termino 
independiente de y y sus derivadas es 0. Euler indica que la solucion general ha de contener n 
constantes arbitrarias y que su solucion vendra dada por la suma de n soluciones particulares, 



12 Misc. Berolin., 7, 1743, 193-242=Opera, (1), 22, 108-149 
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cada una de ellas multiplicada por una constante; hace entonces la sustitucion 

(16) y — exp [ J rdx] 

con r constante, y obtiene la ecuacion en r 

(17) A + Br + Cr 2 + . . . + Lr n = 

que se denomina ecuacion caracteristica o auxiliar. Cuando q es una raiz real simple de esta ecua- 
cion, entonces 

(18) ae^ dx 

es una solucion de la ED original. Si la ecuacion caracteristica tiene una raiz multiple q, Euler hace 
y = el x u(x) y sustituye en la ED; obteniendo que 

(19) y = el x (a + Bx + jx 2 + + gx fc_1 ) 

es una solucion que contiene k constantes arbitrarias si q aparece k veces como raiz de la ecua- 
cion caracteristica. Trato tambien los casos de raices complejas conjugadas y de raices complejas 
multiples, con lo que Euler resuelve completamente las Ec. lineales homogeneas con coeficientes 
constantes. 

Algo mas tarde estudio la EDO lineal de orden n no homogenea; su metodo consistio en mul- 
tiplicar la Ec. por e ax , integrar ambos miembros y proceder a determinar a de modo que la Ec. se 
reduzca a una de orden inferior. Asi, V.g, para resolver 

(20) C g + B | + ^ = X W , 
multiplicada por e ax dx y obtiene 



(21) 



e KX C p^ + e ccx B ^_ +e ax Ax 

IA-JL iA-JL 



dx = / e ax Xdx 



Pero, para A' , b' y a apropiados, el primer miembro ha de ser 

(22) e* x (A'y + B'dy/dx) 

Derivando esta expresion y comparando con la ecuacion original Euler obtiene que 

(23) B' = C,A' = B- uC, A' = A/ a 

con lo cual, de las ultimas ecuaciones, 

(24) A - Bcc + Coc 2 = 



13 Novi Comm. Acad. Sci. Petrop., 3, 1750/51, 3-35, publi. 1753=Opera(l), 22, 181-213 



SOBRE ECUACIONES DIFERENCIALES Y CALCULO DE VARIACIONES EN LOS TRABAJOS DE L. EULER 



7 



Quedando, pues, determinados a, A' y B' y la ecuacion original se reduce a 
(25) A'y + B'dy/dx = e~ ax J e ax Xdx 

Un factor integrante de esta ecuacion es e$ x dx, donde B = A' IB' , de modo que por (23), se tiene 
a.B = A/Cya. + B = B/Cy consecuentemente, por (24), a y B son las raices de A — Boc + Co. 2 = 0. 



3. EL CALCULO DE VARIACIONES EN SIGLO XVIII. 

3.1. La teoria de Superficies. Como la teoria de curvas en el espacio, la teoria de superficies 
tuvo un inicio lento. Empezo con el estudio de las geodesicas sobre superficies, con las geodesicas 
sobre la Tierra como precaucion principal. En el Journal des Scavans de 1697, J. Bernoulli propuso 
el problema de encontrar mmimo entre dos puntos sobre una superficie convexa Le escribio a 
Leibnitz en 1698 para senalarle que el piano osculador (el piano del circulo osculador) en cual- 
quier punto de una geodesica es penperdicular a la superficie en ese punto. En 1698 Jacques Ber- 
noulli resolvio el problema de las geodesicas sobre cilindros, conos y superficies de revolucion. El 
metodo era limitado, a pesar de que en 1728 Jean Bernoulli E] tuvo exito con el metodo y encontro 
las geodesicas sobre otros tipos de superficies. 

En 1728 Euler proporciono las ED para las geodesicas sobre superficies. Euler uso el meto- 
do que habia introducido en el calculo de variaciones. En 1760, en su 

Recherch.es sur courbore des surfaces (Investigaciones sobre la curvatura de las superficies) El Euler 
establecio la teoria de superficies. Este trabajo es la contribucion mas importante de Euler a la 
geometria diferencial y un punto culminante de la materia. Euler representa una superficie por 
z = f(x,y) e introduce la actual notacion 

(26) — ^ z — ^ z r _ d 2z g _ d 2 z ^ _ d 2 z 

dy' r dx 2 ' S dxdy' dx 2 



Mas adelante dice: 

Empiezo por determinar el radio de curvatura de cualquier seccidn plana 
de una superficie; entonces aplico esta solucion a secciones que son perpendiculares a la 
superficie en cualquier punto dado, comparo los radios de curvatura de estas secciones 
con respecto a su mutua inclinacion, lo que nos coloca en situacion de establecer una 
idea adecauda de la curvatura de superficies. 

3.2. Los primeros trabajos de Euler. En 1728, Jean Bernoulli propuso a Euler el problema de 
obtener geodesicas sobre superficies aplicando la propiedad de que los pianos osculadores de las 



14 Opera, 1, 204-05. 
15 Opera, 4, 108-128. 

16 Comon. Acad. Sci. Petrop. 3, 1728, 110-124, pub. 1732=Opera(l), 25, 1-12. 
17 Mem. de. lAcad. de Berlin, 16, 1760, 119-143, publ. 1767=Opera(l), 28. 1-22. 
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geodesicas cortan la superficie en angulos rectos. Este problema inicio a Euler en el calculo de va- 
riaciones. Lo resolvio en 17280 En 1734 Euler generalizo el problema de la braquistocrona para 
minimizar cantidades diferentes de tiempo, y tomando en cuenta un medio resistente 

Mas adelante, Euler se propuso encontrar una aproximacion mas general a problemas en este 
terreno. Su metodo, que fue una simplificacion del de Jacques Bernoulli; consistio en reemplazar 
la integral de un problema por una suma y reemplazar las derivadas en el integrando por coe- 
ficientes diferenciales, haciendo la integral una funcion de numero finito de ordenadas del arco 
y(x). Mas adelante, vario uno o mas de las ordenadas seleccionadas arbitrariamente y calculo la 
variacion en la integral. Igualando la variacion de la integral a cero y usando un proceso de paso 
al lfmite muy tosco para transformar las ED resultantes, obtuvo la ED que debfa ser satisfecha por 
el arco minimizante. 

Por el metodo descrito con anterioridad, aplicado a integrales de la forma 

(27) /= f 2 f{x,y,y')dx 

Euler tuvo exito al demostrar que la funcion y(x) que minimiza o maximiza el valor de / debe 
satisfacer la EDO 

(28) fy- d iW=° 



Consideremos ahora una curva regular Q sobre una superficie y que pasa por dos puntos A y 
B. Sea F(t, x 1 , x 2 , x 3 ,* 1 , x 2 , x 3 ) una funcion con derivadas parciales en un cierto abierto de R 7 . 
Consideremos 

rh . . 
/ F{t,x l ,x r )dt 

Podemos pensar en la siguiente funcion: 

j-.g — - r 

x\t) /(V(0) = f h F(t,x l ,x l )dt 

Q es el cojunto de curvas regulares que unen A con B. La funcion / se denomina un funcional. 

Nos interesan las curvas x l (t) que hagan minima a /. Este problema es un problema del calcu- 
lo Variacional. 

Sea x l {t) una curva que hace max(minima) a 

f 1 F(t,x^,t i )dt 

J t 

18 Ibid. nota 17. 

19 Comm. Acad. Sci. Petrop, 7, 1734/35, 135-149. Opera(l), 25, 41-53. 
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Esa curva se llamara una curva extremal del funcional /. 

Sea Veamos que la curva de Ecuaciones parametricas £ l (t) pasa por A y B. 

r'(*o) = afyo) + eW*'(fo) = T-\a l ) .: T(?{t )) = a\ 

igualmente se prueba para V . 
Sea 



/(?(*)) = [ tl F{t,? f ?)dt = J(e) 



[ h F(f, x l + eU { , x j + eH^dt 



rh . . 

/(0) = }(x 1 (t)) = / F(t r x\x l )dt 



(29) 



/(e) - 7(0) = j h F(t, x { + eW, x { + zWdt) - ( h F(f, x\ x l )dt 
J t J t 



rh .... 
= J {F(t,x l +eH l ,x l + eW) -F(t,x l ,x l )}dt 



Ahora F es una funcion de (f, x l , x 2 , x 3 , x l , x 2 , x 3 ) 

Para estimar la expresion (29) debemos recordar la F. de Faylor de 2 do -orden. 
Sea / : B {a) C R w . r 

x » f(x) = f(x\...,x n ) 

un campo escalar cuyas derivadas parciales mixtas . ,i,j = 1,2, . . . ,n existen y son conti- 

ox l oyl 

nuas en la Bi a y 

Entonces Vy G R" tal que a + y G B^ a y si consideramos el siguiente conjunto (a, a + y), 3 < c < 1 
tal que 

f(a + y) = f(a) + (V/(a),y) + ^y f H(a + cy)y 
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donde 

dx n dx 1 
dx n dx n / a+cy 

En nuestro caso 

F{t +0/ x i + eH i ,x i + eH l ) = 



H(a + cy) 



( a 2 / a 2 / 

3x 1 3x 1 9x 2 9x 1 

d 2 f d 2 f 

\dx l dx n dx 2 dx n 



Asi las cosas 



fh ( dF dF • . \ 

'< e >-><°>=/* v w+ a? w r 



o 

H 



F{t,x\x>) + ( (| , J|, J|), (0,0?,**)) + 1(0^^0^ ( ^ 



F(f +0/ x f + £H, *' + eft') - F(f, x f , *') 



/(e) -/(0) /•*! (dF nii dF - A, Z^ 1 3F„, fj f h dF , 

— — = / T7^+T7^' df = / T7 M + / T^' df 

£ Jf \ dx ! dx ! / Jt dx ! 7f dx ! 



L 



t dx 1 dx l 



to 



d ( dF 
dt \ d¥ 



n l dt 



dF 



= aii[^i)-^o) 



J to dtydx 1 ) 



n l dt 



rh 9F /-fi 
it dx 1 Jt 



d 




di ' 


V 9 * / 
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Finalmente 



1(e) ~ 1(0) 



£ 



L 



f f i dF 
t dx l 




Inn 

£^0 



M - l(o) 



£ 



dj 



d£ 



L 




Luego, el siguiente conjunto de ecuaciones, se conocen como las Ecuaciones de Euler del Calculo 
Variacional 



Lema 1 (lema fundamental del Calculo de Variaciones). Sea cp(x) una funcion continua en [xq, x{\. 
Si Vt/(x); diferenciable con derivadas continuas en [xq, x{\ tal que n(xo) =n(x\) se cumple que 



entonces <p = 0. 

Demostracion. Razonemos por Reduccion al Absurdo. 
Supongamos que <p ^ 0, entonces 3£ G [xq, x{\ tal que > 0. 

Ahora, como <p es continua y > 0, 3[£q/£i] vecindad de £ tal que <p(x) > 0,x G [£o/£i]- 
Definamos ahora 





V : [*0/*l] 



R 



X 



n(x) 



1 = 0, en otro caso 
De acuerdo a esto tenemos lo siguiente: 
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t](x ) = 
t]{xi) = 

rj'(x) = 4(x - h) 3 (x - + 4(x - £ ) 4 (* - £i) 3 

x e (£o,£i) = 4(* - £o) 3 (* - £i) 3 (x - ft + x - Co) 

= 4(x-£ ) 3 (*-£i) 3 [2x-(£ 1 + £ )] 

1Y(&>)=0 
V(£i)=0 



Sabido es por todos, que la originalidad y productividad del Suizo, le han otorgado un lugar en 
la Historia de las Matematicas y en la ciencia en general; la cual seria una Utopia de no ser gracias 
a su exagerada Brillantez. 

Euler, hoy 300 anos despues de su Natalicio, vive en todos los rincones de las Matematicas y 
Fisica; inclusive en la moderna teoria de las Superstrings le encontramos. Tal teoria ha estado evo- 
lucionando hacia atras desde su descubrimiento accidental en 1968. Esta es la razon de que la 
teoria parezca tan extraha y poco familiar para la mayoria de los fisicos. 

Ella nacio casi por casualidad en 1968 cuando dos jovenes fisicos teoricos, Gabriel Veneziano y 
Mahiko Suzuki, estaban hojeando independientemente libros de matematicas, buscando funcio- 
nes matematicas que describieran las interacciones de particulas fuertemente interactivas. Mien- 
tras estudiaban en el CERN, tropezaron independientemente con la funcion beta de Euler, una 
funcion desarrollada en el siglo XVIII por el Suizo. Se quedaron sorprendidos al descubrir que la 
funcion beta ajustaba casi todas las propiedades requeridas para describir las interacciones fuer- 
tes de particulas elementales. Hoy, esta funcion beta se conoce en fisica con el nombre de modelo 
de Veneziano, que ha inspirado varios miles de articulos de investigacion, iniciado una escuela 
importante en fisica y ahora tiene la pretension de unificar todas las leyes fisicas. 

Se llama beta de Euler (o integral euleriana de primera especie) a la funcion (p.,q) B(p,q), 
continua en su campo de definicion, que viene dada por la expresion: 



Mediante el cambio de variable x t— > y = 1 — x, se obtiene que B(p, q) = B(q, p). 



La funcion rj satisface *, por lo tanto 




Luego (p = 0. 



□ 



(30) 
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Otras expresiones interesantes de B(p,q) son: 

f+oo fp-1 A 7 ,p-l _i_ 7 ,g— 1 

B(p,q)= t, ^dt= " du = 2 (sm 2 P- 1 e)(cos^- 1 e)d9 

yr '^> J^o (l + f)P+? J^o (l+u)P+i Ao v A y 

De esta ultima se obtiene en particular que 5(1/2,1/2) = 7t. 

Se verifican las siguientes relaciones de recurrencia: 

B{p,q + 1) = -^—B(p,q) y B(p + l,q) = -P—B(p,q) 
p+q p + q 

con ellas, si se conociera B(p,q) para p,q e]0, 1], se conoceria B(p,q) para cualesquiera p,q > 0. 
Como B(l, 1) = 1, resulta que 

D , , (m-l)!(n-l)! w 
(m + n — l)l 

Las funciones T y B estan ligadas mediante la relacion 



B{p,q) 



T(p + q) 



De esta formula se desprende que T(l/2) = ^fn y que J* +o ° e *' 'dx = l/2y/n. 
Finalizamos estas notas, con un aforismo Euleriano: 



"'Ya que Ca fabrica del universo es mas que perfecta y es el trabajo de un Creador mas que sabio, nada en el 
universo sucede en el que alguna regla de ma?(imo o minimo no aparezca" . 
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